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Zum relativistischen Zweikorperproblem der Quantenmechanik I
Von WILHELM MACKE

Aus dem Instituto de Fisica Téorica, Rua Pamplona 145, Sio Paulo, Brasil
(Z. Naturforschg. 8a, 599—615 [1953]; eingegangen am 3. Juni 1953)

Die allgemeinste Bethe-Salpeter-Gleichung zur Beschreibung gebundener Zustinde
zwischen zwei Teilchen wird in eine vierkomponentige, nicht kovariante Gleichung iiber-
fithrt durch Ubergang zu einer einzeitigen Beschreibung und Auswertung aller zeitartigen
Variabeln. Diese Gl. (25) stimmt mit der von Tamm-Dancoff-Lévy auf anderem
Wege gefundenen iiberein bis auf einige charakteristische Unterschiede im Wechselwir-
kungsoperator V der Gleichung, welcher gemafl (71) durch eine Gesamtheit von Graphen
Vmnrn repriasentiert wird: 1. Alle (divergierenden!) Vakuumgraphen sind nicht in dieser
Gesamtheit enthalten. 2. Die Gesamtheit der Graphen wird weiter verringert um alle
Graphen vom Typ der Abb. 7 und 8. 3. In den Energienennern der Zwischenzustande
treten gemifB (69) gelegentlich Abweichungen auf. 4. Dieses Verfahren ermoglicht ent-
sprechend seiner Ableitung die Durchfithrung der Renormalisierung, und damit eine
Darstellung vonV, die dann eindeutig und frei von divergierenden Bestandteilen ist. Die
Renormalisierung von Masse und Ladung wird in einer spateren Arbeit (II) durchgefiihrt.

Fir eine gegebene Mesonentheorie folgt das Zweiteilchenpotential bis zu beliebiger
Ordnung der Kopplungskonstanten aus einem System von Graphen.

on Tamm! und Dancoff? ist vor einiger Zeit
Veine ,,nichtadiabatische Beschreibung der
‘echselwirkung zweier Fermionen iiber ein Meso-
nenfeld gegeben worden, die iiber die Beschreibung
eines rein statischen Wechselwirkungspotentials hin-
aus die geschwindigkeitsabhingigen Terme der
Wechselwirkung in erster Naherung der Kopplungs-
konstanten beriicksichtigt. Dieses Verfahren wurde
von Lévy? in einer Weise erweitert, die die Behand-
lung der héheren Potenzen in der Kopplungskon-
stanten einschlieBt und auf den Fall skalarer Meso-
nen mit skalarer? und mit pseudoskalarer Kopp-
lung® angewandt. Die einzelnen Terme der Wechsel-
wirkung lassen sich dabei durch ein System von
Graphen beschreiben, welche topologisch die Form
der Feynmanschen Graphen aufweisen, aber aufler-
dem noch die Reihenfolge der Punkte unterschei-
den, an denen Mesonenlinien ein- und auslaufen.
Diese Beschreibung sollte in gleicher Weise exakte
Giiltigkeit beanspruchen wie die von Bethe-Sal-
peter® gegebene relativistische Beschreibung zweier
Teilchen mit Wechselwirkung, wenn nicht die Diver-
genzschwierigkeiten der Feldtheorie die praktische
Verwertbarkeit der Tamm-Dancoffschen Methode
in Frage stellen wiirden.
Durch die Ableitung aus einem einzeitigen For-
malismus wird von vornherein die Kovarianz auf-
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gegeben, so dall es nachher nicht mehr méglich ist,
die Vakuumeffekte wie auch die Beitrage zur Mas-
sen- und Ladungsrenormalisierung eindeutig aus-
zuschalten. Aus diesem Grunde benutzt auch Lévy
fiir alle praktischen Rechnungen eine Mischung
beider Methoden, deren genidherte Gleichwertigkeit
an Beispielen erlautert 'und im iibrigen vorausge-
setzt wird. Alle Glieder, die eine Renormalisierung
notwendig machen, werden dementsprechend dem
Bethe-Salpeter-Formalismus entnommen. Unter an-
derem werden die (stark divergierenden) Vakuum-
effekte fortgelassen, obwohl die Ableitung aus der
einzeitigen Theorie keinerlei Rechtfertigung hierzu
gibt und obwohl die Vakuumeffekte in dieser Dar-
stellung die auftretenden Energienenner wirklich
wesentlich beeinflussen. Ein solches Fortlassen der
Vakuumeffekte kann aber nur dann seine Rechtfer-
tigung finden, wenn es tatsichlich gelingt, die
Tamm-Dancoffsche Methode exakt, d. h. fir die
Gesamtheit aller Graphen, aus der Bethe-Salpeter-
Gleichung herzuleiten, in der die Vakuumgraphen
nicht enthalten sind. Aulerdem lassen sich dabei
Unsicherheiten vermeiden, welche durch die nur
niherungsweise Ubereinstimmung der Ergebnisse
beider Methoden dann in die Rechnung gelangen,
wenn diese beiden Methoden gemischt angewandt
werden.

5 M. Lévy, Physic. Rev. 88, 725 [1952].
6 E. E. Salpeter u. H. A. Bethe, Physic. Rev. 84,
1232 [1951].

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fir Naturforschung
@ @ @ in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der
BY ND Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veréffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fir Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs
3.0 Germany License.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung*) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher
Nutzungsformen zu erméglichen.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is
to allow reuse in the area of future scientific usage.



600

Aus den dargelegten Griinden wurde vom Verfas-
ser die Bethe-Salpeter-Gleichung als Ausgangs-
punkt auch der einzeitigen Beschreibung des Zwei-
teilchenproblems gewihlt und der Ubergang zur
einzeitigen Theorie exakt vollzogen. Die Bethe-
Salpeter-Gleichung wird im 1. Abschnitt noch ein-
mal kurz abgeleitet in einer Form, die der weiteren
Rechnung angepalit ist, und wird im 2. Abschnitt
in die gesuchte einzeitige Gleichung iiberfiihrt.
Wihrend diese ersten Abschnitte das Problem in
allgemein symbolischer Darstellung behandeln, wird
die Symbolik in Abschnitt 3 und 4 analytisch dar-
gestellt und in Abschnitt 5 ausgewertet. Ausfiihr-
lichere Rechnungen sind im mathematischen An-
hang, Abschnitt 6, konzentriert.

1. Die Bethe-Salpeter-Gleichung

In der kovarianten Darstellung der Quanten-
mechanik, die in den letzten Jahren von Tomo-
naga, Schwinger, Feynman, Dyson u.a. ent-
wickelt wurde, berechnet sich die Wellenfunktion
¥, welche die Bewegung zweier Teilchen mit Wech-
selwirkung beschreibt, aus der ungestorten Wellen-
funktion @ durch eine Gleichung von der symboli-
schen Form

¥ = 8. (I

Dabei beschreibt @ den Zustand zweier freier Teil-
chen ohne Wechselwirkung, ¥ den entsprechenden
Zustand der beiden Teilchen mit Wechselwirkung,
wenn diese vor langer Zeit adiabatisch eingeschaltet
wurde, und S ist die Dysonsche S-Matrix, welche
die Wechselwirkung der Teilchen enthélt. Diese Glei-
chung ist im allgemeinen nicht sinnvoll zur Be-
schreibung gebundener Zustédnde der beiden Teil-
chen, da freie Teilchen, also ebene Wellen, keinen
geeigneten Ausgangspunkt zur Beschreibung gebun-
dener Zustiande der beiden Teilchen darstellen, und
die Entwicklung von § nach Potenzen der Wechsel-
wirkung dann nicht hinreichend konvergiert.

Wir beschrinken uns auf die Betrachtung zweier
Fermionen (Dirac-Teilchen vom Spin 1/2), die tiber
ein Boson-Feld (Mesonen) miteinander in Wechsel-
wirkung stehen. Die Wechselwirkungsenergie soll
linear beziiglich des Mesonenfeldes und bilinear be-
ziiglich des Fermionenfeldes sein. Dann erhalten wir
mit Feynman? eine Darstellung fiir Sin (1) durch
die Summe aller nur méglichen topologischen Ge-
bilde aus glatten, gerichteten (Fermionen-) und ge-

“”R. P. Feynman, Physic. Rev. 76, 749 [1949].
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schlangelten (Mesonen-) Linien, die sich unter der
Bedingung bilden lassen, dal nur zwei Fermionen-
linien nach rechts und nach links auslaufen diirfen,
daf} diese Gebilde innen keine freien Linienenden
enthalten diirfen, und dafl die Linien miteinander
verkniipft sind durch Punkte mit einem Mesonen-
ende, aber zwei Fermionenenden. Die Linien und
Punkte jedes solchen Graphen symbolisieren dabei
eine bestimmte Anordnung von Funktionen, Va-
riabeln und Integrationen, die uns erst im Ab-
schnitt 3 naher beschéaftigen wird. Gl. (1) 1aBt sich
dann analytisch interpretieren in der Weise, da8 an
den beiden rechten freien Fermionenenden die bei-
den Variabeln der ungestérten Wellenfunktion @ an-
geschlossen werden und an den beiden linken freien
Enden die gesuchte Wellenfunktion ¥ abgelesen
wird. Beziiglich ausfiihrlicherer Darstellungen sei
auf die Arbeiten von Feynman? und Dysons3,
verwiesen.

Die so definierte Gesamtheit S aller Graphen 146t
sich aus anderen Gesamtheiten ¥V, D und C zusam-
mensetzen in der Form:

8 =V (D+ DOD+ DCDCD + ..). (2

Dabei ist V' die Gesamtheit aller Vakuumgraphen,
bestehend aus allen Graphen (einschlieSlich Unitét),
die keine Verbindung mit dem System der Haupt-
linien haben, wie das in Abb. 1a wiedergegeben ist.

@z =
a, V= = + +e
= > —_—— LN
b 0: - + ¥
Pabbe.
c CE:%:= § o+ 2+ 1 4
@ ¢* TE o+ T 4

Abb. 1.V =Vakuumgraphen, D = Unverbundene Gra-
phen, C =Verbundene Graphen. In der vierten Zeile
(d) sind Beispiele fiir zerlegbare Graphen angegeben.

D ist die Gesamtheit aller unverbundenen (dis-
connected) Graphen einschliellich der Unitat (Abb.
1b). Unter C verstehen wir die Gesamtheit aller
Graphen mit Verbindungen zwischen den beiden
Hauptfermionenlinien, die keine Vakuumteile ent-
halten und sich nicht weiter zerlegen lassen in Gra-
phen vom Typ D und C. Verstehen wir unter der
Multiplikation in (2) ein Aneinanderfiigen der freien

*F.J. Dyson, Physic. Rev. 75, 1736 [1949].
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Enden der Graphen, so ist leicht ersichtlich, daB die
Gesamtheit aller Graphen S gemiB (2) durch die
Gesamtheiten V, D und C dargestellt wird. Durch
Definition einer anderen Gesamtheit G von Graphen,
1aBt sich der Inhalt von (2) auch darstellen in der
Form:

S=V(1+6)D,
G:

0
D (DCy»= (1 — DC)-1 DC. (3)
n=1
G besteht, wie aus (3) ersichtlich, aus der Gesamt-
heit aller Produktgraphen vom Typ DC. Die Ge-
samtheit der V ist mit allen iibrigen Graphen ver-
tauschbar.

Nun setzen wir (2) in (1) ein und bilden dazu die
entsprechende Gleichung fiir DCY statt ¥. Als Dif-
ferenz beider Gleichungen erhalten wir

Y — DOV + VDO, )

also eine lineare, inhomogene Gleichung zur Be-
stimmung von ¥, deren Lésungen ¥ sich nicht mehr
notwendig auf eine Approximation in ebenen Wellen
aufbauen, so daB} die anféingliche Beschrankung auf
eine bloBe Beschreibung von Streuprozessen fort-
fallt, und diese Gleichung also auch in der Lage ist,
stationdre, gebundene Zustinde zu beschreiben.
Der inhomogene Anteil von (4) hangt mit dem Ein-
schaltvorgang der Stérung zusammen, und es wird
sich herausstellen, dafl er, wenn ¥ stationire ge-
bundene Zustinde der beiden Teilchen beschreibt,
verschwindet. In diesem Falle ist dann (4) eine
homogene lineare Gleichung zur Bestimmung der
Wellenfunktion ¥ und der Eigenwerte W der Ge-
samtenergie. ¥ hiangt von den 8 Koordinaten x{
und x4, ab und besteht aus den Spinorkomponenten
beider Teilchen, ist also 16-komponentig.

2. Ubergang zum einzeitigen Formalismus

Neben der Wellenfunktion ¥ =¥, , (x,%,) defi-
nieren wir die entsprechende Wellenfunktion y —
Ya, a, (¥, Z,t) im einzeitigen Formalismus, fiir die
eine entsprechende Gleichung mit dem Operator g
anstatt DC gelten soll, und definieren den Ubergang
von ¥ nach v durch einen Operator .J :

4)

Dann ist ¢ der zunéichst gesuchte Operator der ein-
zeitigen Gleichung. Wir werden anschlieBend noch
zu einer Wellenfunktion a iibergehen, die neben den
Ortskoordinaten nur noch von den Spins beider

y=9y,p=JY¥.

601

Teilchen abhdngt und daher nur vierkomponentig
ist. J bedeutet in der bisherigen Definition von ¥
und y lediglich die Vorschrift, in ¥ die Zeiten ¢, und
t, gleichzusetzen.

Der erste Schritt besteht im Ubergang zu Schwer-
punkts-, und Differenzkoordinaten X und z, die
wir definieren durch:

X =Ly + C5s, =@ = By,

#,514‘:2:1- (6)
m; — m,
m, und m, sind die Massen der beiden Teilchen. For-
mal gelten die Gl. (4) und (5) wie bisher. Der Ope-
rator J entspricht der Vorschrift: 2% = ¢, — ¢, = 0.
Weiter transformieren wir diese Gleichungen in
den Impulsraum der Koordinaten P, und p,, die
mit den Impulskoordinaten p,’ und p,’” zusammen-

hingen durch
P — p/ + pll,
p=2Cp —Cip”s

- _
51,2 —

p, :€1P+p1

p’ =P —p. (7)

Alle Gleichungen bleiben wieder formal ungeéndert.
Die Graphen sind lediglich spéiter entsprechend
ihrer Impulsdarstellung analytisch zu behandeln.
Eine Darstellung fiir den Operator J erhalten wir
einfach, indem wir von ¥ den, Zusammenhang zwi-
schen den Darstellungen in Orts- und Impuls-
variabeln betrachten, wobei wir nur die hier einzig
wichtigen Variabeln darstellen, niamlich die Zeit-
komponenten der Differenzkoordinaten:

+ oo

W (@) = j

—

dp, Py
0 =P 2 .
Sl (Po)

(8)
Wenden wir auf diese Gleichung den Operator J an,
setzen also 20 = 0, so erhalten wir y auf der linken
Seite, und auf der rechten Seite verschwindet der
Exponentialfaktor. Wir haben damit eine Darstel-
lung fiir J, wenn die Wellenfunktionen in den Im-
pulskoordinaten P und p dargestellt sind, namlich
+ oo

-

—

dp,
271

9)

Da die beiden Teilchen ein physikalisch abge-
schlossenes System bilden, sind Gesamtenergie P,
und Gesamtimpuls p, ErhaltungsgréBen. Eine sta-
tiondre Losung ¥ von (4), deren Schwerpunkt ruht,
deren Gesamtimpuls also verschwindet, mufl daher
eine 0-Funktion beziiglich P, sein:

W5 Py —W)s (B)Y W,p).  (10)
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P, als Erhaltungsgréfe ist mit der S-Matrix aus
(1) und auch mit DC vertauschbar. Daher ist die
Wechselwirkung ohne Einflull auf diese Erhaltungs-
groBe und es gilt auch fir DCY der Ansatz

DO¥ = 6 (P, — W) 5 (P) DC¥ (W.p,). (11)

Ganz entsprechend schreiben wir fiir @ und VD®

—

VD® =& (P, — E)o (P)VDD (E.p,), (12)

nur dall hier £ die Energie der freien Teilchen be-
deutet. Daher ist £ = m, 4+ m,. Beschreibt nun W
einen gebundenen Zustand, so mull W < m; + m,
sein, es ist daher W + E°. Gl. (4) wird nun mit den
Ansitzen (10), (11) und (12) dargestellt und iiber
ein kleines Volumen dP integriert. Die Integration

iiber dP erfolgt dabei iiber einen Bereich, der den
Nullpunkt einschliet, und bringt die Funktion

0 (P) zum Verschwinden. Die Integration iiber dP,
erfolgt {iber einen Bereich von W — ¢ bis W + ¢,
wobei ¢ so klein ist, dal3 dieser Bereich die Stelle
P, = E nicht mit einschlieBt. Das ist wegen W + £
immer maglich. Dann verschwindet der inhomogene
Anteil von (4) und es bleibt die homogene Glei-
chung:

. o (I/V! p,u) = DC¥ (I/V: p,u) . (13)

In ganz entsprechender Weise spalten wir in Gl. (5)
die Abhingigkeit von den Koordinaten P, in der
—_

Form 6 (P, —W) 0 (P)y (W.p) ab und es bleibt
formal ungeédndert die lineare, homogene Gl. (5) fiir
y (W, D) mit dem Kern g giiltig.

Wiirde zum Operator J der reziproke J—! bekannt
sein, so lautete die Losung fiir ¢ einfach nach Ver-
gleich von (13) und (5): g = JDCJ-'. Dieser Ope-
rator ist eine Funktion von p,, ndmlich J-! =
¥ (po)/w. Seine Angabe erfordert die Kenntnis der
Losung ¥ der Wellengleichung. Geméf3 der Darstel-
lung (9) existieren jedoch beliebig viele Rechts-
inverse /! von J, die aber nicht gleichzeitig Links-
inverse sind, némlich alle Funktionen J;' = f (p,)
mit der Eigenschaft JJ;! = 1. Fiir einen solchen
Operator gilt dann JJ 'y = Jf (py) v = . Dagegen
ist JJY =Jyp=f(po)w+ ¥, also J}J 1.

Wir werden im folgenden ein solches beliebiges
Rechtsinverses f = J;! ansetzen und darauf ein
Néaherungsverfahren aufbauen, welches sich bis zu

9 Bei (1) und (4) wurde angenommen, dal3 die Wech-
selwirkung zu einer Zeit —t adiabatisch eingeschaltet
wurde. (10) bis (13) ergeben sich dann im Grenzfalle
-5 6,
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beliebiger Ndherung behandeln 148t. Spéter in Ab-
schnitt 4 werden wir einen speziellen Ansatz fiir
J;! wihlen. Vernachlidssigt man nédmlich die Retar-
dierung in der Wechselwirkung, so verbleiben nur
zeitunabhéngige, rein statische Wechselwirkungs-
krifte, unter deren Einflu} sich die Zeitabhangig-
keit von ¥, und damit auch J;' sofort angeben
laBt. In diesem Sinne entsteht dann also ein Sté-
rungsverfahren, dessen Glieder die Retardierung
successiv in Potenzen von v/c beriicksichtigen mit »
als der Differenzgeschwindigkeit.

Mit einem zunéchst willkiirlichen Ansatz fiir J!
zerlegen wir die Gesamtheit der Graphen DC' in

DC=DCJJ 4+ 4, wo JJA=1. (14)

Da J! kein Linksinverses von J ist, ist 4 + 0. Wir
gehen mit (14) in Gl. (13) ein und erhalten unter
Beriicksichtigung von (5)

W DO+ AW =1 — A DOTy.  (15)

Der zweite Ausdruck in (15) folgt durch Auflgsung
nach ¥. Reziproke Operatoren sind dabei im Sinne
einer Reihenentwicklung zu verstehen. Die Existenz
dieser Operatoren hingt mit der Konvergenz der
Reihen zusammen und wird im folgenden voraus-
gesetzt. Die Problematik dieser Frage ist die gleiche
wie bei allen Problemen der Feldphysik, in denen
nach der Kopplungskonstanten entwickelt wird. Sie
soll hier nicht weiter diskutiert werden. Durch An-
wendung von J auf (15) und Vergleich mit (5) folgt
der Operator g der einzeitigen Gleichung

g=4J (1 — A" DOJ. (16)

Wir definieren einen Operator ¢ durch & aus (3) und
untersuchen seinen Zusammenhang mit g unter Zu-
hilfenahme von (16) und (14)

§=JGJ; =J (1 — DO~ DCJ;
=J(1 — A (1 — DC + DCJ3'J)
(1 — DC)1 DCJ (17)
=J (1 — 4)-t DCJ4 [1 + J (1 — D)t DCJ.

Durch Vergleich mit (16) und Auflésung nach ¢
folgt:

g=9gl+g)=01—9)"'9g=9g+¢+g*+... (18)

Wir werden spéter den einfacheren Ausdruck g be-
rechnen und als eine Summe von g-Potenzen deuten
konnen.

Es bleibt noch die Reduktion der einzeitigen Gl.
(5) mit nunmehr bekanntem Operator ¢ von (19) auf
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eine Gleichung mit nur vierkomponentiger Wellen-
funktion durchzufiihren. Zu diesem Zwecke werden
zundchst die normierten Diracschen Losungen
uy (P, €) fiir freie Teilchen herangezogen und als
unitdre Matrizen u,, = v und u;, =« benutzt,
um Gl. (5) von den Spinorindizes a,, «,, . . . zu trans-
formieren auf die Indizes ¢,, €,, ..., welche den
Eigenzustianden fiir Energie und Spin der freien
Teilchen zuzuordnen sind. Wir transformieren ¢ und
g in diesem Sinne durch

Y= U Uy, g = U Uy gugu, (19)

und erhalten fiir die gestrichenen Gréflen wiederum
Gl. (5), nur dafl die 16 Komponenten von ¢’ =
Y, s, nunmehr den positiven und negativen Eigen-
werten der Energien und Spins beider Teilchen zu-
zuordnen sind. g’ kénnen wir durch ¢ aus (17) und
(18) ersetzen, wenn wir das dortige ¢ der gleichen
Transformation wie ¢’ in (19) unterziehen. Diese
Transformation von @ aber fithren wir durch, indem
wir fiir ¢ die gleiche topologische Gesamtheit (3)
wie bisher fiir ¢ ansetzen und die in @ enthaltenen
topologischen Elemente wie Linien und Punkte
ihrer analytischen Bedeutung entsprechend trans-
formieren, wie das in Abschnitt 3 durchgefiihrt wer-
den soll.

Im folgenden lassen wir zur Vereinfachung die
Striche an den transformierten Gréfen fort. Weiter-
hin werden die 16 Komponenten von y explizit nur
nach den Energieeigenwerten unterschieden, und
zwar voriibergehend nur durch einen Index . ¢ = 0
und yp, = a entspricht den Zustdnden mit positiver
Energie beider Teilchen; die 3 iibrigen Kombinatio-
nen werden mit y, bezeichnet (¢ = 1, 2, 3). Jede der
Komponenten a und y, besteht ihrerseits noch aus
4 Komponenten fiir die 4 Spinzustidnde beider Teil-
chen. Dann haben wir Gl. (5) nunmehr als ein Sy-
stem von 4 Gleichungen fiir @ und y, zu schreiben:

a =gy + 5903 Yer YWe = Jeo + %Tges’ e (20)

Durch successives Einsetzen von g, aus der zweiten
Gleichung in die erste erhalten wir eine Gleichung
fiir @ allein, deren Operator f durch eine Entwick-
lung dargestellt wird

a=fa, f=gy+ ?905980 +EZ£, Goe Jee’ Jerot+ - - - (21)

Alle Summationen fithren nur tber die Zwischen-
zustinde ¢ + 0. Ahnlich wie in (17) definieren wir

wieder eine GroBe f durch Goo und beschreiben sie
gemif (18) durch
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f= doo = 900 (1 + Goo) + 2 9oc o>
Jeo = 9eo (1 + Foo) + 2 gee Jero - (22)

Die Komponenten ¢, lassen sich nun aus ; in glei-
cher Weise eliminieren wie vorher die i, aus (20)
und es wird mit (21)

f=©1T6738 10)=f+])
A=Nrf=t+P+P+-..
Fiir f und f gilt das gleiche wie vorher fiir ¢ und g¢.

I

(23)

Wir werden ? gemil} (23) berechnen und im Resul-
tat als eine entsprechende Potenzreihe zu identifi-
zieren haben.

Es wird sich weiter herausstellen, dal f von der
Form

f=[}m? + B + Jm? + 7
ist, so daB} sich endgiiltig fiir die vierkomponentige
Wellenfunktion a die Wellengleichung

—WV (24

Wa () = [|/m? + P> + |/m2 + p* —V]a(®) (25)

ergibt, in der der Operator —V die Rolle der Wech-
selwirkungsenergie spielt und durch (24) und (23)
sowie die Graphen (@ gegeben ist.

Damit ist die Aufgabe der Aufstellung einer ein-
zeitigen Wellengleichung fiir die Teilchen m, und
m, formal gelost. Es bleibt natiirlich noch die
schwierige analytische Auswertung von G, J!, f
und V, welche in den néchsten Abschnitten durch-
gefithrt wird und die analytische Darstellung fiir V
liefert. Im dritten Abschnitt wird daher zunachst
eine analytische Darstellung fiir ¢ gegeben. Aus
Abschnitt 4 wird weiter ein Ansatz fiir J! resul-
tieren, fiir den sich die Identifizierung von f aus f
spater einfach durchfithren laB3t. Im nachfolgenden
Abschnitt 5 a3t sich dann eine vollstandige Dar-
stellung von V erzielen.

3. Analytische Darstellung der Graphen

Es wird die Gesamtheit der Graphen D und C
von Abb. 1 betrachtet, von der einige Graphen als
Beispiele in dieser Abb. wiedergegeben sind. Bei
einer Darstellung im Ortsraum werden alle Punkte
und Linienenden numeriert. Die Fermionenlinien
sind dann zu ersetzen durch die Vakuumerwartungs-
werte :

1 p 2 —

o—>—o =<ePy,y,>,

=—1@2a)2[dpe P (m — p). (26)
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Hierbei ist dp = dp,dp und px = p® — p% so-
wie p = y"p, = pp, — pap. Die y", f und & sind
die Diracschen und Paulischen Spinmatrizen. m ist
die Masse desTeilchens, welches der jeweiligen Ferm-
ionenlinie zugeordnet wird. Die Spinorindizes
werden langs der Fermionenlinien miteinander ver-
bunden. Eine Mesonenlinie wird ersetzt durch den
entsprechenden Vakuumerwartungswert des Meso-
nenfeldes ¢:

:vvvx\\\\\\\\: = qulqu >0 = — ) (27’[)_4
[ dkemtFTe (2 — )1 (27)

(o ist die Mesonenmasse. Die Integrationen dk und
dp gehen iiber den gesamten Bereich. An den
Singularititen ist so zu integrieren, als ob m und u
einen negativ imaginiren Anteil — 0 enthalten
wiirden (0 — 0). Bei Photonen ist 4 =0 und — ¢
durch + 7 zu ersetzen. Fiir die Punkte schliellich
ist einzusetzen:

—é = —igy, [dx;. (28)

3

g ist die Kopplungskonstante des Mesonenfeldes.
dx; deutet die Integration iiber die Variable 1 an.
y ist eine Grolle, die von der Art der Mesonen sowie
ihrer Kopplung an das Fermionenfeld abhingt. Bei
skalaren Mesonen und skalarer Kopplung zum Bei-
spiel ist y = 1. Bei Photonen ist y = y4;, gleich den
Diracschen y“-Matrizen. Die Indizes «, f werden
lings der Fermionenlinien verbunden, und u lings
der Mesonenlinie. Die beiden nach rechts auslaufen-
den Fermionenlinien sind im Falle der Bethe-Sal-
peter-Gl. (4) durch die Wellenfunktion ¥, ,, (x, x,)
zu ersetzen. Die beiden nach links auslaufenden
Fermionenlinien dagegen werden wie in (26) behan-
delt. Das Glied VD@ von (4) bleibt unberiicksichtigt,
da es ohnehin herausfillt, wie in Abschnitt 2 gezeigt
wurde.

Durch diese Vorschriften ist eine vollstdndige ana-
lytische Beschreibung der Graphen gegeben. Siamt-
liche symbolischen Gleichungen der ersten Ab-
schnitte lassen sich als Matrixgleichungen deuten,
insbesondere Gl. (3), nach der die Gesamtheit ¢ aus
den Graphen DC besteht, sowie der Gesamtheit
aller Produktgraphen, die sich aus den DC bilden
lassen. Als Indizes dieser Matrizen fungieren dabei
die Spinorindizes «, und a, (und entsprechend
andere Zahlen statt 1 und 2), sowie die Orts-
variabeln 2{ und } als kontinuierliche Indizes. Die
Zahl der Mesonenlinien eines Graphen aus @ sei n.
Dann ist die Zahl der Punkte gleich 27 und die Zahl
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der Linienstiicke von Fermionen ebenfalls 27, wenn
wir die nach rechts auslaufenden Enden nicht mit-
zahlen, da sie unbezeichnet bleiben. Die Faktoren
g, — t und (277)~* von (26) bis (28) ergeben zusam-
mengefallt g>" (27)~12" (— 7)3". Wir fiithren zur Ab-
kiirzung die Konstante 4 = ¢* (277)~ ein und erhal-
ten dann (4/27i)" (27)~%" fir die Zusammenfas-
sung dieser Faktoren.

Die Impulsdarstellung der Graphen erhalten wir
durch Ausfithrung aller z-Integrationen an den 2n
Punkten. Unter Hinzufiigung jeweils eines Faktors
(27r)~% ergeben sich an allen Punkten 0-Funktionen
fiir die anliegenden p- und k-Variabeln, welche ge-
mil (26) sowie (27) an den benachbarten Linien
auftreten und alle verschieden bezeichnet werden:

Ps = 7/6 [(pl)‘u =+ k‘u - (pz),u]' (29)

sk

P

Dieses Resultat bleibt auch an den Enden des
Graphen richtig, wenn in (4) von ¥, , (x,x,) zur
Fourier-Transformierten ¥, , (p’p”) iibergegangen
wird. An die rechts auslaufenden Enden des Gra-
phen wird ¥ dann mit den Impulsbezeichnungen
pw und p”,  angeschlossen. Der allgemeinste
Graph aus der durch (3) und Abb. 1 gegebenen Ge-
samtheit @ wird durch die Abb.2 und 3 wieder-
gegeben und mit (,,,, bezeichnet.

P’ p $m Pre1§ Pr

2y op ypr Pavr § P

Abb. 2. Allgemeinster Graph ohne geschlossene Ferm-

ionenlinien. Die an den n’ + n’” = 2n Punkten aus-

laufenden Enden der Mesonenlinien werden auf will-

kiirliche Weise miteinander verbunden und mit k,, k,,

. .. k, bezeichnet. Auch ist die Verteilung der Punkte
uber die obere und untere Linie beliebig.

Abb. 3. Darstellung einer geschlossenen Fermionen-
linie (Ring) mit [ Mesonenenden; Bestandteil eines
Graphen G.

Er besteht aus den Graphen von Abb. 2 mit einer
willkiirlichen Anzahl m von geschlossenen Ferm-
ionenlinien vom Typ der Abb. 3, die wir weiter-
hin abkiirzend als ,,Ringe‘ bezeichnen wollen. Wir
nehmen an, dal unter diesen m Ringen m’ zum
Teilchen 1 und m-m’ zum Teilchen 2 gehéren. Bei
verschiedenen Teilchen 1 und 2 tritt in der Ge-
samtheit aller Graphen jeder Ring fiir jedes der
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beiden Teilchen einmal auf. Die Anzahl der Meso-
nenlinien des Graphen ist n. Sie werden mit + k,,
bis + k, bezeichnet, die Vorzeichen sind wegen (27)
beliebig. Die Gesamtzahl der Punkte ist 2. Davon
befinden sich »’ und »’* auf der oberen und unteren
Hauptlinie von Abb. 2 und I, l,, . . ., [, auf den
Ringen 1, 2, ..., m. Zwischen diesen Zahlen be-
steht die Relation

m
n 4+ n’ + Z l,=2n.
w=1

Alle Graphen mit gleichem m und » werden als
G,une bezeichnet. Durch den Index T werden unter-
schieden: die verschiedenen Zahlen n’, n”’, [, . . .,
l,, und die verschiedenen Moglichkeiten, die 27n Me-
sonenenden miteinander zu verbinden.

Infolge der 6-Funktionen (29) an allen 27 Punk-
ten herrschen Relationen zwischen den k-, p- und
g-Variabeln. Der Ubergang von den Gln. (26), (27),
(28) auf (29) hat zur Folge, daf} in den ¢-Funktionen
jede Variable genau einmal mit positivem und einmal
mit negativem Vorzeichen auftritt. Ausgenommen
sind die freien Enden, von denen p’ und p”’ aus
Abb. 2 nur positiv und p’, sowie p’’,,» nur negativ
auftreten sollen. Die Relationen sind von der Form:

py=p +2Zvk p’,=p"+2"k
q(i“) — q(,u) + Z(i”k. (31)

Unter 27, k sei die Summe iiber alle die &, verstan-
den, welche zwischen p’ und p’, ein- oder auslaufen
unter Berticksichtigung ihrer jeweiligen Vorzeichen.
Entsprechendes gilt fir X,k und X%. Zweck-
miBig zeichnen wir einen Graphen so, daf seine
Punkte nicht iibereinander stehen, sondern eine
Reihenfolge von links nach rechts ergeben. Dann
benutzen wir die Willkiir in der Vorzeichenwahl der
k, dazu, um in den Summen (31) alle diejenigen k,,,
deren Mesonenlinien von den zugehorigen Punkten
aus nach rechts ausgelaufen sind, mit positivem
Vorzeichen zu schreiben. Diejenigen k,, deren Me-
sonenlinien von links eingelaufen sind, schreiben wir
negativ.

Léuft irgendeine Mesonenlinie k; zwischen p’ und
p’, znéchst aus und dann wieder ein, so tritt &; je
einmal mit beiden Vorzeichen in X', auf und fallt
also aus der Summe heraus. Unter den gleichen Um-
standen ist auch bei p’’ oder ¢ ein solches k, nicht
mehr in den Summen X", koder X% k enthalten.
Betrachten wir Gl. (31) fiir ¢}, so muBl wegen g{;)
= ¢ (Abb. 3) die Summe iiber alle £, verschwin-
den, die einen Ring anlaufen:

(30)
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(32)

Diese Gln. (32) gelten sowohl fiir alle k, eines
Ringes, als auch fiir diejenigen £, allein, die aus
dem Ring herausfiithren. Denn die iibrigen k,, wel-
che innerhalb des Ringes auslaufen und wieder zu-
riickkehren, ergéinzen sich ohnehin zu Null. Bilden
wir weiter die Summe der Summen (32) iiber alle
Ringe y, so erhalten wir genau die Summe iiber alle
Mesonenlinien, die von den Hauptlinien aus zu den
Ringen laufen. Diese Summe verschwindet nach
(32) also ebenfalls. Weiter kénnen wir die Relation

P AP =P+ P (33)
aufstellen. Beide Seiten der Gleichung unterschei-
den sich nur um die zugehorigen Summen von (31),
namlich 2", k4 2", k. Diese gemeinsame Summe
verschwindet aber. Denn in ihr sind, wie wir ge-
sehen haben, alle Mesonenlinien nicht enthalten,
die zur gleichen Hauptlinie zuriickkehren. Auch
kompensieren sich notwendig diejenigen k,, welche
zwischen den Hauptlinien hin- und herlaufen. Es
bleiben nur noch die Linien, die zu den Ringen aus-
laufen, deren Summe aber ebenfalls verschwindet.
Daher gilt (33).

Die Impulsintegrationen laufen iiber alle p-,q-
und %-Impulse auBler iiber p’ und p”. Ein grofer
Teil dieser Integrationen dient dazu, die -Funk-
tionen (29) zu beseitigen ; so die Integrationen iiber
alle p'y, 9’5, - - ., P’y SOWiE P4, "y, ..., Py und
die q,", g,", .. ., qlif‘jl fir alle u =1, 2, ..., m.
Diese Variabeln werden trotzdem anschlieBend noch
gelegentlich weiter verwendet, dann allerdings nur
noch als Abkiirzungen fiir die Relationen (31). Es
bleiben dann von den 2n d-Funktionen noch genau
m {ibrig, nimlich fiir jeden Ring eine. Diese 6-Funk-
tionen enthalten die Relationen (32), wie man sich
leicht iiberzeugt. Bezeichnen wir mit G, den zu
Gne gehorigen Graphen ohne die Integrationen
sowie die eingangs untersuchten Konstanten, so ist

Gune =" i} ™ [ ono ] dby ... AR,
m
NI (2’(1.2) k) dq(,u) G e -

u=1
Fiir die Graphen &, haben Fermionenlinien, Me-
sonenlinien und Punkte nunmehr die vereinfachte
Bedeutung:

ZPE=0, p=1,2,...,m.

(34)

(35)
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Ausgenommen von Vorschrift (35) bleiben die bei-
den rechten Enden des Graphen, welche frei bleiben,
beziehungsweise in der Bethe-Salpeter-Gleichung
an die Wellenfunktion ¥, , (p’,, p"’,~) anschliellen.
Weiter soll die Transformation (19) aus Abschnitt
2 fiir die Bethe-Salpeter-Gleichung wie auch fiir die
Graphen @ durchgefiihrt werden. Die neue Wellen-
funktion ist ¥ = ¥, , , wihrend wir die neuen
Graphen dadurch erhalten, dal wir in den bis-
herigen Graphen die beiden Fermionenlinien von
Abb. 2 links mit « © (p’) und « © (p”’) und rechts
mit u (p’, ) und u (p”',~) multiplizieren. Nun fiigen
wir links von jedem Punkt des Graphen einen Fak-
tor p~'u (p,) - u (p,)f und rechts von jedem
Punkt einen Faktor u (p,) u ™ (p,) ein. Alles bleibt
unverdandert wegen uu = 1. p; und p, sollen die
zu den anliegenden Fermionenlinien gehérenden
Variabeln sein. Wir definieren « = « " und ver-
einigen nunmehr mit jedem Punkt die Gréfen

P2 = Zr, : (ﬁl) Y U, (ﬁz)

P

.
:

=T, .. BB =1" (36)

An Stelle der 4 freien Energie- und Spinzustidnde ¢
unterscheiden wir weiterhin durch den Index ¢ ex-
plizit nur noch die beiden Energiezustinde (+), und
zwar mit ¢ = + 1. Diese Indizes, genau wie die nicht
explizit dargestellten Spinindizes werden lings der
Fermionenlinien miteinander verkniipft. Fiir die
Fermionenlinien folgt dann wegen (36) und dem
vorhergehenden Text die Darstellung

4 L
=u

(m—p)tptu

= (B @) —po), e=21, E=]m*+p*>. (37)
Je nach den Teilchen 1, 2 und ihren Massen m,, m,
unterscheiden wir in (37) die Energien £ und E®.
Die Mesonenlinien bleiben unveréindert. Wir gehen
lediglich zu einer Darstellung iiber, die die Zeit-
koordinate auszeichnet:

WA = [0 (B2 — k],

o= l‘/(’l - 2. (38)

SchlieBlich fithren wir noch entsprechend den
Gln. (7), (10), (11) und (12) die Schwerpunkts- und
Differenzimpulse P und p ein und beschrinken uns
wie dort auf Zustinde, bei denen der Schwerpunkt
ruht. Fir die Anfangs- und Endimpulse der Gra-
phen gilt mit (33):

p, +p” - p,n’ + p”n" =P= (PO’ P) = (Ir: O) ¥ (39)
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In (33) driickt sich explizit die Gesamterhaltung
von Energie und Impuls fiir alle Wechselwirkungen
aus, die durch die Graphen der Gesamtheit G zwi-
schen den beiden Teilchen vermittelt werden. Die
Zeitkomponenten der Anfangsimpulse sind nach (6)
und (7) zu ersetzen durch:

Po=CW+pp D'o=0W —p, (40)

Fiir die Raumkomponenten der Anfangs- und End-
impulse der Graphen gilt
B =P =B, Pu=—Pw=P". @)
Die Bethe-Salpeter-Gl. (13) ist damit analytisch
vollstdndig beschrieben in der Form einer Matrix-
gleichung:

YW, p)=[dp” DCW.p" ¥ (W,p"). (42)

¥ =W, ist dabei eine Wellenfunktion, deren
Komponenten nach den Zustianden freier Teilchen
geordnet sind. DC' ist eine durch Abb. 1 gegebene
Gesamtheit von Graphen @,,,, die als Matrizen
bzw. Integraloperatoren auf ¥ angewandt werden.
Sie bestehen aus bestimmten, durch (34) gegebenen
Integrationsvorschriften iiber die gleiche Gesamt-
heit von Graphen &,,,,. fiir deren graphische Ele-
mente nach (36) bis (38) analytische Ausdriicke ein-
zusetzen sind. Die Anfangs- und Endzustidnde des
Graphen sind nach (40) und (41) durch die Diffe-
renzkoordinaten zu ersetzen, von denen ¥ abhéangt.
Dann folgen alle tibrigen Variabeln aus der Impuls-
bilanz an den Punkten.

4. Statische Wechselwirkung als Naherung

Bevor wir die allgemeine Berechnung des Opera-
torsV der Zweiteilchen-Wechselwirkung von (25) aus
der Bethe-Salpeter-Gl. (13) in Angriff nehmen, wer-
den wir V unter vereinfachten Voraussetzungen
niaherungsweise berechnen, um einen zweckméfBigen
Ansatz fiir J! zu erzielen. Wir nehmen erstens an,
daB die Kopplungskonstante g bzw. 4 klein sei und
vernachlissigen alle Graphen von héherer als erster
Ordnung in g*> bzw. 1. Die Bethe-Salpeter-Gleichung
ist durch (42) gegeben, und die in ihr enthaltene
Gesamtheit der Graphen DC' besteht dann nur aus
einem einzigen Graphen, nimlich dem ersten Gra-
phen aus €' in Abb. lc. Fiir diesen Graphen setzen
wir (34) mit m = 0 sowie n = 1 an und entnehmen
(36) bis (38) die analytischen Ausdriicke fiir die Be-
standteile des Graphen. Dann lautet mit (40) und
(41) die geniherte Bethe-Salpeter-Gleichung
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Weiter nehmen wir an, dafl die Bindungsenergie
m,; + my, — W klein sei gegen die Ruhmassen m,
und m, der Teilchen. Das bedeutet gleichzeitig, daf3
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1) >
dAFes (ps p+k)P1]7] (_p”—P*I”WF n (1’+k) (43)
& B (5) — & W—T) (E™ (5) — LW + 1) (0 (B)* — )
4 (eEM 4+ nE® — W)
T i (BN —L W —p,) (B —L.WH-py)
4 dk TW Ty
Bu} gy (eE(” + n o . IV) w?’ (47)

die in dem gebundenen Zustand auftretenden Teil-
chengeschwindigkeiten klein sind gegen die Licht-
geschwindigkeit. Unter diesen Umstédnden kénnen
wir die Ausbreitungsgeschwindigkeit des wechsel-
wirkenden Mesonenfeldes gendhert als unendlich
groB ansehen und unsere zweite vereinfachende Vor-
aussetzung dahingehend préazisieren, dall wir die Re-
tardierung in der Wechselwirkung vernachléssigen,
uns also auf die Betrachtung der statischen Wech-
selwirkung beschranken. Die Funktion Ay () ver-
mittelt die Wechselwirkung, ist in (27) dargestellt
und hidngt von den Differenzkoordinaten x = x,
— x, der wechselwirkenden Punkte ab. Die Retar-
dierung zu vernachléssigen, bedeutet, diese Funk-
tion zu ersetzen durch

Ap (@0,7) >0 (29 [ dr Ap(7,%). (44)

Denn in (44) wird die Wechselwirkung Az, welche
von der Zeitdifferenz 2° der beiden Teilchen ab-
hangt, iiber alle Zeiten 2° = v addiert und als gleich-
zeitige Wirkung ¢ (2% behandelt. Die Wechselwir-
kung ist also in dieser Ndherung nicht mehr von
den verschiedenen Eigenzeiten der beiden Teilchen
abhingig. Im Integral iiber alle 20 ist dagegen die
Wechselwirkung die gleiche wie vorher, wie aus (44)
direkt ersichtlich ist. Die entsprechende Néherung
fiir die Mesonenlinien im Impulsraum entsteht,
wenn wir den Ubergang (44) in Gl. (27) bzw. (38)
durchfithren. Das Resultat besteht darin, da der
Ausdruck (w? — ky?)~! fiir die Mesonenlinie iiber-
geht in w2, also

(w2 (45)

so daf} diese zweite Voraussetzung nur darin be-
steht, in (43) k,* rechts im Nenner zu streichen.
Die GI. (43) 148t sich dann auf folgende Weise be-
handeln: Wir ersetzen die Koordinate p + k£ durch
p’ und die Integration dk entsprechend durch dp’ =

— k) w2,

dp, dk. Dann kénnen wir den Integraloperator von

(43) zweckméiBig in drei Teile aufspalten:
qu S Agr] 2 Bsr} 4 r]’J ij i e (46)

A und B koénnen dabel nach (43) gegeben werden
durch

und J ist genau der durch (9) gegebene Operator,
welcher ¥ iiberfiihrt in die einzeitige Wellenfunk-
tion .

Zunichst bilden wir durch Integration den Aus-
druck

1
JAg = 5 (E+m) = O .

Dieses Resultat entsteht nach (7A) aus dem Anhang
durch Partialbruchzerlegung von (47) und Beriick-
sichtigung der Tatsache, dal} die Massen m, und m,
einen verschwindenden negativ imagindren Anteil
— 10 enthalten. Wir kénnen daher durch Anwen-
dung von J auf (46) einfach zur einzeitigen Glei-
chung iibergehen und erhalten

Yen = 687] Yeer  Wee = % € B, m Y -

Von dieser Gleichung gehen wir auf die nur vier-
komponentige Gleichung fiir 9. . = a iiber mit der
Entwicklung entsprechend den Gleichungen (21)
und (22), vernachldssigen jedoch die hoheren Po-
tenzen der Entwicklung wegen B" ~ /" — 0. Es
bleibt die Gleichung

a=B

(48)

(49)

a. (50)

Wenn wir nun B aus (47) einsetzen und entspre-
chend umformen, so wird

Wa (p) = [|/m® +5* + [ma? + 52 — Vol a(p) (51)
mit dem Operator ¥V, des Wechselwirkungspotentials:
Voa (;’) .
=Afw2dk Y, (p, p

+4, ++

+ I (—B—p—k)

a(p+ k), (52)
welcher im wesentlichen das Yukawa-Potential be-
schreibt.

Dieses hinlidnglich bekannte Resultat fiir den
Spezialfall statischer Wechselwirkung und schwa-
cher Kopplung ist fiir uns nur von besonderem In-
teresse, da wir zur Berechnung der allgemeinen ein-
zeitigen Gleichung und deren Wechselwirkungsope-
rator V den Gln. (23), (24) und (25) entsprechend
noch eine zweckmiBige Annahme fiir J;! machen
miissen. Wir werden nun Ji! so definieren, da83
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dieser Operator in der Ndherung dieses Abschnitts
reziprok zu J ist, d.h. also .. =ain ¥, iiber-
fihrt. Zur Bestimmung von J;! betrachten wir
(45) im Falle ¢ =7 = 1 und beriicksichtigen (49)
und die Bedeutung von J:

YVip=4,, 627;37 renTWen =4, 57'3» coenWen

=4, v, .. (52a)

A . beschreibt also gerade den Teil von ¥ ,
der von der Zeitkomponente p, der Differenzkoordi-
nate abhingt und stellt in dieser Ndherung also ge-
nau den reziproken Operator von J dar:

JIr=1, Jr=4,,

(EM + B W)

— W — 1) (B (D) — LW -+ py)

~ U(EY®D) - 63)
Mit diesem Ansatz (53) fiir J;! werden wir in den
folgenden Abschnitten den Wechselwirkungsopera-
tor V der einzeitigén Gleichung ohne Schwierigkei-
ten berechnen konnen.

5. Bestimmung der einzeitigen
Wellengleichung

In diesem Kapitel wird die Berechnung des Wech-
selwirkungsoperatorsV von (25) durchgefiihrt. Nach

(23) und (24) héingen V und f direkt mit @ zusam-

ak k
frne = A" Jl—

20y .+ 200 p=1

Die Summation ¢ geht iiber alle Energiezustinde e, = + 1, e, = = 1,...
. I'y, werden an allen 2n Punkten gemaf (36) angeschlossen. In f,,, sind zusammengezogen :
— W) aus (53), alle Fermionenlinien nach (37), alle Mesonenlinien nach (38)
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men, der Gesamtheit aller Graphen @G,,,, von (3).
Wir kénnen daher ? in Termen f,,,, bestimmen :

} =2 ;nmr’ }nmr == (0 ]JGmnr 0 ]0)

In diesem Ausdruck ist J durch (9), J;! durch (53)
und @,,, durch (34) gegeben. &,,,, aus (34) wird
durch einen Feynman-Graphen aus der Gesamtheit
G von (3) reprasentiert, dessen allgemeinste Dar-
stellung durch Abb. 2 und m Ringe vom Typ der
Abb. 3 wiedergegeben ist. Die analytische Bedeu-
tung der Figur folgt aus (36) bis (38). Die beiden
Nullen in (54) fiir den Anfangs- und Endzustand
bedeuten, daB alle freien Linienenden des Graphen
sich im positiven Energiezustand ¢ = + 1 befinden.
Wir erfiillen diese Bedingung, beschriften nunmehr
auch die Linien am rechten Ende des Graphen und
fiigen in (34) die Integration dp,/2x¢ tiber die Zeit-
komponente des Anfangsimpulses hinzu. Dann er-
halten wir genau f,,,, gemaf} (9), (53) und (54). Fiir
alle Mesonenlinien nach (37) fithren wir eine Partial-
bruchzerlegung durch

[0 — k*]™! = (20) 7 [(0 — ko)™

(54)

+ (@ + ko)) (55)

und schreiben bei Unterscheidung von Zeit- und
Ortskomponenten aller Variabeln von f,,. nach (54)
und (34) zunédchst

2n fmnr . (56)

P g Ty o
&

der inneren Fermionenlinien.

und (55) bis auf jeweils einen Faktor (2w)~1, und die Integrationen und o-Funktionen von (57) fiir die Zeit-
komponenten der gleichen Variabeln; dazu die Integration dp, / 2. Wir lassen die Null im Index der Zeit-

komponenten fort und schreiben dann

frunze = (BY + BB —W)- j;—;’l gzz e ;i: 1:7 (O (Z) k) dg
“(eg By — ) (&) B — p)) 7 (e B — ) (@ B — 9 (e B — p) ™ (57)
1:71 (e B0 — g )t (e B — g ) T (0, — k)™ + (00 + B,
eij = E‘U =g, = 6;70, =+ 1.

In dieser Formel sind die Impulse p’ und p’* durch (40) gegeben, p,, p, und ¢\ durch (31). Die Energien

enthalten gemaf} (37) und (38) die zugehorigen Variabeln. Alle Indizes ¢’, ¢”,

&) beschreiben ganz be-

stimmte Energiezustdnde + 1 und sind auf der linken Seite durch ¢ représen‘ciert.
Zur Auswertung von (58) verwenden wir (40) und (31) und fithren entsprechend ein:

0, =ED —e, LW+ Tk, f,=EP —e&, W+ EVR], o

— B2 (g) — & Tk, (58)
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E%2 jst dabei EV) oder E®, je nachdem, ob der zugehérige Ring ein virtuelles Teilchen 1 oder 2 be-
schreibt. Mit (58) erhalten wir fir f,,,., die Darstellung:

dk dkn ™ it
fmn‘ts =1le- (' =+ Br~) J\ 2:!; %« Tt ,u]_Zlé (Zl‘“k) Y((;Z) Yiua X,
dg(w) lu—l 5 B dp n IL
v, =[5V @ g Y = g T e apnt H Gt apt 69

Die Integrale Y, sowie Y()”.,) lassen sich alle
unabhéngig voneinander auswerten und sind im An-
hang in (1A) und (2A) sowie in (10A) bis (12A)
behandelt. Wir zeichnen den Feynman-Graphen
fmne auf und betrachten etwa den u-ten Ring. Das
zugehorige Integral Y, fiir irgendeine Vorzeichen-
kombination e ist glelch der Summe iiber alle er-
laubten Punktfolgen P,, deren analytische Bedeu-
tung durch (2A) gegeben ist. Da nach (56) aber iiber
alle Vorzeichenkombinationen summiert wird, sind
unter EinschluB dieser Summation alle /,! Permu-
tationen der I, Punkte des Ringes 1 auch erlaubte
Punktfolgen. Nur haben wir die Linienstiicke je
nachdem, ob sie nach links oder rechts gerichtet
sind, gemaf3 (58) verschieden zu bezeichnen und
jede Punktfolge noch mit einem Faktor I1e = (— 1)F
zu versehen. R ist dabei die Gesamtzahl der riick-
laufigen Linien. AuBlerdem miissen an den Punkten
die I' = I' . aus (57) so eingesetzt’ werden, wie es
den Richtungen der anliegenden Linienstiicke ent-
spricht (nach rechts: +, links: —).

Die Integration iiber Y (") wird gemill (10A)
bis (12A) durchgefiihrt, mit auslaufenden Linien-
enden. Die Linienstiicke 3, der unteren Hauptlinie
sind in Abb. 2 mit der umgekehrten Richtung, als
es nach den Ausfithrungen des Anhangs erforderlich
wiire, versehen, weil auch die entsprechenden ¢, in
(59) das umgekehrte Vorzeichen tragen. Als Ergeb-
nis fiir Y(J%) entsteht (12A) mit dem begleitenden
Text. Vom Faktor (ay + o)~ (ay + fr~)~%, den alle
Punktfolgen von (12A) enthalten, hebt sich der
zweite Teil wegen (59) fort und wir definieren die
Punktfolgen P, des Integrals Y((,n ) ohne diesen
Faktor. Im iibrigen gilt fiir Y(J%) das gleiche, was
vorher zu Y, gesagt wurde. Unser vorldufiges Re-
sultat hat die Form:

§F1---F2nfmnre
dk dk,
:(a0+[30)—1j — coagr HO(ZH) 2
4 S it W L L

Z = I=I] [{wy — B 4 (o - &) 1]

Die Summation besteht darin, daB fiir jeden Be-
standteil des Feynman-Graphen einzeln alle mog-
lichen Punktfolgen durch Permutation gebildet
werden. Die Reihenfolge von Punkten verschiede-
ner Bestandteile ist dabei zunéchst nicht definiert.

m
Die Summe besteht aus (n’ 4+ n’’)! H1l“! Termen.
g1 *

Die einzelnen Summanden P P, . P,, sollen zu
einer gemeinsamen Darstellung zusammengefaf3t
werden. Wir betrachten zunichst einen Feynman-
Graphen mit nur einem Ring, also die Zusammen-
fassung von P P,. Die beiden Komplexe P, und P,
sind in Abb. 4 schematisch dargestellt mit ihren

) L5454.555545%

Abb. 4. Darstellung eines Produktes zweier Punkt-

folgen Py P, [(w;, — k;)~* + (w,; + k;)~']. Die Vorzei-

chen von k; sind beliebig, aber in beiden Figuren ent-
gegengesetzt.

Punkten, deren Anzahl oben und unten beliebig
sein kann. Da wir uns nicht auf spezielle Kurven-
formen festlegen wollen, sind diese nicht eingezeich-
net. Die schraffierten Gebiete sollen irgendeinen be-
liebigen Verlauf der Kurven andeuten. Die Vertikal-
streifen ¢ sind durch senkrechte Striche gekenn-
zeichnet, was hier fiir ihre eindeutige Kennzeich-
nung zweckméfiger erscheint. Die analytische Be-
deutung der Punktfolge P P, ist durch (2A) ge-
geben, also gleich dem Produkt iiber alle Vertikal-
streifen, deren jeder die Bedeutung (2A) hat.

Der Ring ist mit dem iibrigen Graphen durch
Mesonenlinien verbunden, da er sonst Vakuumgraph
wire. Eine der Variabeln dieser Linien mufl nach
(32) eliminiert werden. Die Relation (32) fiir diesen
Ring ist in einer der §-Funktionen von (60) enthal-
ten. Wir wihlen im Graphen willkiirlich die Linie
aus, die eliminiert werden soll, nennen sie k; und
tragen sie in Abb. 4 ein. Den Faktor [(w; — k;)~* +
(w; + k;)71] ziehen wir aus Z von (59) heraus und



610

fiigen ihn dem Produkt P P, hinzu. Da er die ana-
lytische Form hat wie die Summe zweier Vertikal-
streifen, kénnen wir ihn in unserer Darstellung
durch einen zusitzlichen Strich mit einbeziehen.
Wir tun dies gemil3 Abb. 4 und erhalten zwei sonst
gleiche Figuren, die sich nur durch verschiedene
Laufrichtung und Bezeichnung des Strichs unter-
scheiden.

Es soll nun gezeigt werden, dal} der in Abb. 4 dar-
gestellte Term sich zerlegen laft in

PPy [(w; — k) + (0 + k)71 = 2 Pyy; (61)

2P, ist die Summe iiber alle Punktfolgen, die sich
ergeben, wenn man die Reihenfolge der Punkte in
P, und P, einzeln festhilt, aber die Punkte gegen-
einander variiert. Die Vertikalstreifen der P, durch-
laufen dabei beide Gebilde und gegebenenfalls auch
noch die Mesonenlinie.

Die graphische Darstellung einer Partialbruch-
zerlegung wie etwa

(@ + b (¢ + d)
=(@+b+c+d)[(@a+b)"+ (c+d)'] (62)

ist in Abb. 5 wiedergegeben. Diese Zerlegung wird

jetzt auf die beiden Figuren von Abb. 4 angewandt.

Eine erste Zerlegung ist in Abb. 6a und b darge-
stellt; eine zweite in Abb. 6¢, d, e, f. Fithrt man

Abb. 5. Graphische Darstellung der Partialbruchzer-

legung zweier Faktoren. Die Vertikalstreifen sind durch
Striche ersetzt.

Abb. 6. Auswertung von Abb. 4 durch Partialbruch-
zerlegung.

diese Zerlegung nach beiden Seiten weiter, bis sich
an jedem Ende nur noch oben oder unten Striche
befinden, so hat man genau die Gesamtheit aller
Punktfolgen vor sich, bei denen die gegenseitige
Reihenfolge beider Punkte variiert wird. Der linke
bzw. rechte Term von Abb. 4 enthilt davon die-
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jenigen Punktfolgen, bei denen die Mesonenlinie
nach links bzw. rechts unten lauft.

Dieses Resultat ist allgemein genug gewonnen,
um es auch fiir Graphen mit mehreren Ringen zu

verwenden. Von den Termen P,P, ... P, werden
zunichst Py und P, zu P, vereinigt, dann P, und
P, zu P,,, und so fort, bis sich Py, ..., = Per-

gibt, also die Gesamtheit der verschiedenen Punkt-
folgen zwischen den Komplexen P, P, ..., P,,.
Da die Summation in (60) iiber alle Punktfolgen
innerhalb der Py, P,, . .. geht, erhalten wir als Er-
gebnis die Gesamtheit aller Punktfolgen der n’ ++n"’
+ 1, + ...+ 1, = 2n Punkte des gesamten Gra-
phen, die sich durch Permutation ihrer Reihenfolge
bilden lassen. Es ist in (60)

EXE[—~ TP PP, o e Py 505
(2n!)
=7z X(—1HRPr,...I,,. (63)
Jede Permutation P besteht aus den 2n — 1 Verti-
kalstreifen ¢, und diese aus den Summen iiber die «
und f der Linien, welche im betreffenden Streifen

liegen:
2n—1

P m= S () o

7' ist gleich Z, vermindert um die Faktoren der-
jenigen k;, deren Integration in (60) je eine der §-
Funktionen zum Verschwinden bringt. In der Summe
2 von ¢ sind a,f3, bzw. a, 3, zu streichen, falls
sie gemeinsam auftreten. Das folgt aus (12A) und
auch aus den mit Abb. 4 verbundenen Uberlegun-
gen.

Irgendein Vertikalstreifen ¢ besteht also aus der
Summe iiber diejenigen Grolen « und 3, deren
Linienstiicke in ¢ enthalten sind. Hinzu treten noch
Glieder von Mesonenlinien vom Typ der Abb. 4, die
wir spiter besprechen. Die a und f sind durch (58)
gegeben. Danach besteht ¢ also zundchst aus der
Summe iiber die Energien £V und E® der zuge-
horigen Fermionenlinien. Fiir jedes Teilchen ist die
Differenz zwischen rechtsgerichteten und linksge-
richteten Fermionenlinien genau eins. Daher tritt
W nach (58) in o stets als — ({, + L)W = —W
auf. Die erwihnte Differenz wiire 0, wenn die Haupt-
linien im Vertikalstreifen nicht mitzédhlten. Das
trifft fiir die Streifen zu, in denen «, und 5, bzw.
a, und f3,- gestrichen werden sollten. In ¢ bedeu-
tet das, die Energien E\', E bzw. EY), E? zu
streichen und + W dafiir einzusetzen, wenn man
aullerdem — W fiir alle Streifen beibehilt. Fiir o
ergibt sich die Darstellung
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c=2XEYV L XE® —W-+ok) +ou. (65)

In den Summen sind die £V und E® gezihlt,
deren Fermionenlinien in ¢ auftreten. o (u) steht
fir die Mesonenlinien vom Typ der Abb. 4 und wird
spater untersucht.

Die Anteile der k,, welche in (65) durch o (k) zu-
sammengefallt sind, bediirfen nunmehr einer ge-
naueren Untersuchung. Nach (58) gehort zu jeder
in ¢ gezihlten Fermionenlinie eine k-Summe, die
nach (31) mit der Variabeln zusammenhingt, die

" dieser Fermionenlinie zugeordnet wird. Es ist, wenn
o die Fermionenlinien im Streifen zihlt,

k)= — 2 2%k, (66)

wobei fiir « die entsprechende Bezeichnung als
Hauptlinie der Teilchen 1 oder 2 oder als Ring ein-
zusetzen ist. Wir betrachten eine beliebige Punkt-
folge P eines beliebigen Graphen, zeichnen die Me-
sonenlinien ein, und behaupten nun zweierlei:
erstens, daf jedes o (k) genau diejenigen =+ k, ent-
halt, deren zugehoérige Mesonenlinien auch im Verti-
kalstreifen o enthalten sind; und zweitens, daB} in-
nerhalb einer Punktfolge jedes + k£, in allen Vertikal-
streifen mit dem gleichen Vorzeichen auftritt.

Die erste Behauptung ist richtig fiir den Vertikal-
streifen o, = a, + f,, der in der Definition der P
nicht mehr mitgeziahlt wird. Wir setzen sie fiir den
Streifen ¢, voraus und beweisen sie fiir ¢, . ; (etwa
von links nach rechts gezahlt). Zwischen diesen bei-
den Streifen liegt ein Punkt, von dem eine Mesonen-
linie k, nach rechts oder links lauft. Nach der durch
(31) gegebenen Impulsbilanz an den Punkten muf3
in der Summe der Impulse des Streifens » 4 1
dieser Impuls hinzutreten oder fehlen. Daher miis-
sen auch o, (k) und o, . ; (k) sich um + k, unter-
scheiden. Da nach Voraussetzung ¢, (k) dann £k, ent-
hilt, wenn die Mesonenlinie nach links lduft, ist in
diesem Falle k, in ¢, . ; (k) nicht enthalten. Denn
daB k, doppelt in o (k) enthalten wire, verbietet
die Impulsbilanz. Da o, (k) dann k, nicht enthalt,
wenn die Mesonenlinie nach rechts liuft, muB k, in
0, 1 (k) enthalten sein. Damit ist die erste Behaup-
tung bewiesen. Zwei benachbarte Vertikalstreifen,
durch deren Grenze k, hindurchlauft, unterscheiden
sich beziiglich k, nicht in ihrer Impulsbilanz. Daher
muB k, auch in beiden mit dem gleichen Vorzeichen
auftreten. Damit ist auch die zweite Behauptung
erwiesen.

Unter Zuhilfenahme der beiden soeben bewiese-
nen Eigenschaften kénnen wir die Integrationen
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von (60) durchfithren. Zunéchst betrachten wir die
Variabeln vom Typ £; von Abb. 4. Da der Impuls-
bilanz entsprechend, in den Vertikalstreifen mit k;
dieses in den ¢ (k) der beiden Abbildungen mit ent-
gegengesetzten Vorzeichen auftritt, konnen wir das
zugehdrige o (1) = w,; — k;, welches diesen Termen
hinzuzufiigen ist, so in den Vorzeichen (Abb.4) wih-
len, daB k; in o (k) + o (1) sich forthebt. Die Linie 4
ist in ¢ dann nur noch durch w; vertreten. Nun wird
in (59) tiber dk; integriert, und die zugehérige d-
Funktion verschwindet. In gleicher Weise behan-
deln wir alle Linien, die wie k; eliminiert werden
sollen, indem wir die Integration auslassen, die §-
Funktion streichen und in (65) fiir o diese Linien
mit w; eintragen.

Wir fiithren die Integrationen iiber die restlichen
Koordinaten durch, indem wir etwa k, herausgrei-
fen und irgendeine Punktfolge P ins Auge fassen.
Die Integration geht nach (60) tiber dk,/27z¢. Zum
Integranden gehoren einer der Faktoren von Z’, die
in (59) in Z dargestellt sind, und von P aus (63) und
(64) diejenigen Vertikalreihen o gemal} (65), in denen
die Mesonenlinie + k, auftritt. Da + k&, in allen ¢
mit gleichem Vorzeichen erscheint, ist die Lésung
einfach. Nach Z aus (59) erhalten wir eine Summe
von zwei Integralen. Nehmen wir etwa an, k, trete
negativ in allen ¢ auf, dann stimmt das erste Inte-
gral mit (6 A) iiberein und verschwindet. Das zweite
stimmt mit (7A) iiberein. Das Ergebnis besteht
darin, im Integranden den Faktor (w, -+ k,)~! zu
streichen und — %, durch + w, zu ersetzen. Bei
positivem Vorzeichen von £k, in den ¢ erhilt man
das gleiche Ergebnis. Elimination und Integration
aller k&, bewirken also lediglich, daB o ( &) + o (1)
ersetzt wird durch o (+ ).

Nunmehr kénnen wir zusammenfassen und erhal-
ten aus (60) und (63) nach Integration und Elimi-
nation aller %,

%'P]""Fénfmnre

(2m)!
= 3 (— l)RPnF1---F2n(O‘0+/30)_1' (67)

Die Summation rechts geht nicht mehr tber die
Energien, sondern iiber alle Permutationen sz der
Punktfolge. Wir bezeichnen einen Feynman-Gra-
phen mit Unterscheidung der Punktfolge als Lévy-
Graphen und erhalten also rechts die Summe iiber
alle moglichen Lévy-Graphen, die zu einem Feyn-
man-Graphen gehoren. Die Vertikalstreifen o der
Lévy-Graphen bezeichnen wir als Zwischenzusténde
und setzen



c=AE=E,—W. (68)

Dann ist E, nach (65) und der anschlieBenden Un-
tersuchung die Energie des Zwischenzustandes

E,=2EYV L YE? 4+ Yo (69)

und setzt sich aus der positiven Summe iiber die
freien Teilchenenergien aller Fermionen- und Me-
sonenlinien zusammen. Sind in der Summe unter
anderem beide Teilchen im Anfangs- oder End-
zustand, so vertritt W die Energie dieser beiden
Teilchen. Die Punkte des Graphen bezeichnen wir
als Uberginge.

fv besteht also nach (54) aus der Gesamtheit G

von (3) aller Feynman-Graphen fv,,m,, deren jedem

nach (56) und (67) die (2n)! Lévy-Graphen f,,,,.
analytisch zugeordnet werden. P, von (67) ist
durch (64), (68) und (69) gegeben. (a, + f,)~! in
(67) ist gemiB (58) gleich (B — EY) — W)=, also
gleich dem Vertikalstreifen ¢, welcher dem Zustand
links vom ersten Punkt des Lévy-Graphen zuge-

ordnet werden kann. Damit ergibt sich fiir f die
Darstellung

f: z fmnnn fmnrn == (— l)R m (70)
Ry dk,, 71 o (zwi agw— Lie Tom
20, .. 20, a1 ) U AR ARy,

Die Variabeln sowie die Groflen I und AE sind den
zugehorigen Lévy-Graphen (mntz) in besprochener
Weise zugeordnet.

Aus fvist nun gemaf (23) und (24) zunéchst f und
dann V zu bestimmen. Die Summation in (70) geht
iiber alle Lévy-Graphen schlechthin, die sich aus
den Feynman-Graphen G bilden lassen. Neben
zwei Graphen f; und f, treten in dieser Summe bis
auf einige anschliefend zu besprechende, scheinbare
Ausnahmen alle Produktgraphen auf, die sich durch
Matrixmultiplikation aus Potenzen von f, und f,
bilden lassen, wie f,2, f,%, f{* 32, ... . Unter Produkt-
graphen verstehen wir dabei Lévy-Graphen, die
eine Darstellung gemdfl Abb. 7a erlauben und bei
denen jeder schraffierte Bereich einzeln einen Gra-
phen der Gesamtheit G reprisentiert.

W. MACKE

Die Gesamtheit aller Lévy-Graphen ohne die

Produktgraphen ist gleich f. Denn f besteht dann
aus den Graphen f, den Graphen f, 3, ..., genau
wie das gemall (23) zu fordern ist.

a b c

Abb. 7. Schematische Darstellung von Produktgra-

phen. Die innere Struktur 146t sich in den beiden

schraffierten Bereichen darstellen. a) Gewdhnliche

Produktgraphen. b), ¢), d): Produktgraphen im er-

weiterten Sinne. Jeder schraffierte Bereich stellt einen

Graphen fiir sich mit der topologischen Struktur
(DC)” dar (n = 1).

Eine Ausnahmestellung nehmen solche Graphen
ein, die wie Abb. 8a einen Zwischenzustand ent-
halten, in dem sich neben den beiden Fermionen nur
Teilchen befinden, die weiter rechts oder links im
Vakuum erzeugt werden. Im dritten Zwischenzu-
stand von Abb. 8a werden ndmlich die beiden Ferm-
ionen als BV + E® gezihlt, wihrend sie in dem
entsprechenden Produktgraphen als + W gezéhlt
werden miiten. Jedoch 1aft sich dieser letztere
Produktgraph durch successive Partialbruchzerle-
gung nach dem Schema von Abb. 5 zerlegen in die
drei Graphen von Abb. 8a bis 8¢ mit iiblicher ana-
lytischer Bedeutung. Alle drei Graphen gehen also
aus einem Produktgraphen hervor, der in f nicht
enthalten sein soll. In entsprechender Verallgemei-
nerung definieren wir Lévy-Graphen vom Typ der
Abb. 7b und 7 ¢ als Produktgraphen im erweiterten

Sinne, die nunmehr ebenfalls beim Ubergang von f
auf f zu streichen sind.

Im Endergebnis erhalten wir also eine Beschrei-
bung des Zweikorperproblems durch die vierkompo-
nentige Wellengleichung (25) mit der Wellenfunk-
tion @ = ag 4, (p). Der Operator V dieser Wellenglei-
chung unterscheidet sich von f nach (24) nur durch

den Faktor AE von (70). f geht aus f von (70) her-
vor durch Streichung aller Produktgraphen im ge-
wohnlichen und erweiterten Sinne von Abb. 7. Da-
her gilt fiir den Potentialoperator V von (25) die
Darstellung (71).

Abb. 8. Beispiel fiir Produktgraphen im erwei-
terten Sinne. Alle drei Graphen gehen durch
Partialbruchzerlegung aus dem Produktgraphen
hervor, der formal 8 a entspricht, aber die Haupt-

AN

linien mit 4 IV statt K -+ K zihlt.
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V= Z’ antna anr.n == (_ I)R i
=3 =3
J dk, ...dk, ™ i

(71)

> Iyees
I 8{ZMg) A ————="

200, - .- 20, ao1 AE, ... AB,, ,

Der Strich am Summenzeichen deutet die Strei-
chung der Produkt-Graphen an. Alle iibrigen Gro-
Ben haben die gleiche Bedeutung wie in (70). Die I
sind nach (36) den 2n Ubergingen (Punkten) zuzu-
ordnen und die AE gemaf (68) den Zwischenzustéin-
den (Vertikalstreifen) des Lévy-Graphen.

Die GlIn. (25) und (71) sind direkt aus der Bethe-
Salpeter-Gleichung abgeleitet und alle Betrachtun-
gen iiber die Graphen der letzteren lassen sich auf
diese Gleichung anwenden. Eine Arbeit iiber die
Durchfithrung der Renormalisierung ist in Vorbe-
reitung.

6. Mathematischer Anhang

In diesem Abschnitt werden einige eigenartige Sitze
uber die Losung von Integralen des Typs (1)

+o
dp n
Y = — I (&, —e&yp)71,
271, _ .
—a

=21, n>1, Jm(x,)< 0 1)

aufgestellt und bewiesen, die fiir die Auswertung der
Integrale im Text benétigt werden. Beim Integral ¥V
aus (1) handelt es sich zunichst weniger darum, eine
Losung dieses Integrals iiberhaupt zu finden, als viel-
mehr darum, iiber die Fiille der verschiedensten Dar-
stellungsmoglichkeiten dieser Losung, die alle durch
Partialbruchzerlegung auseinander hervorgehen, einen
Uberblick zu gewinnen. Die Moglichkeit hierzu bietet
eine graphische Darstellung von (1).

P A o

2 D> b
5° a4

c .Z > d L(—hm“ N

Abb. I. a) Beispiele einer Kurve mit Umlaufrichtung

fir » = 5. Die ay sind in irgendeiner Weise eingetragen,

und die angenommenen Vorzeichen ¢, hinzugefiigt

b) Beispiel einer erlaubten Punktfolge. c¢) Verbotene

Punktfolge; 1— und 2— laufen falsch. d) Losung (2) von
Gl. (7).

y’

Eine beliebige, geschlossene Kurve (Abb. Ia) wird
gezeichnet und durch n Punkte in n» Linienstiicke
unterteilt, die in willkiirlicher Folge mit allen Konstan-
ten «, aus (1) beschriftet werden. Der Kurve wird eine
Umlaufsrichtung gegeben. Samtliche Linienstiicke
werden mit einem entsprechenden Pfeil versehen.
Durch Deformieren der Kurve 146t sich eine beliebige
Reihenfolge der n Punkte von links nach rechts er-
zielen. Es existieren insgesamt n! verschiedene mog-
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liche Punktfolgen. Unter einer ,,erlaubten Punktfolge**
P soll eine Punktfolge verstanden werden, bei der alle
Linienstiicke a, eine durch die ¢, von (1) vorgeschrie-
bene Richtung haben. Und zwar soll der Pfeil eines
Linienstiicks nach rechts zeigen fur ¢, = + 1und nach
links fiir ¢, = — 1, wie durch die Beispiele von Abb.
Ib und c erlautert wird. Innerhalb jeder Punktfolge
konnen wir die Figur vermittels der n Punkte inn — 1
verschiedene vertikale Streifen ¢ einteilen (in Abb. Ib
durch diinne Striche getrennt). Jeder Streifen ist cha-
rakterisiert durch die Linienstiicke «,, welche er ent-
halt.

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen wird be-
hauptet, dafl die Losung von (1) gegeben ist durch

n—1
Y=23P, P= II o;', 0; = Zuo

i=1

(2)

Die Summation geht iiber alle erlaubten Punktfolgen
P. Die P bestehen aus den Produkten ihrer Vertikal-
streifen o, und jedes o, besteht seinerseits aus der
Summe iiber diejenigen «,, deren Linienstiicke den
jeweiligen Vertikalstreifen durchlaufen. Existiert iiber-
haupt keine erlaubte Punktfolge, so ist ¥ = 0. Jedes
Integral ist durch seine Bestimmungsstiicke a, . . . a,,
& ... &, charakterisiert. Verschiedene Darstellungen
des gleichen Integrals entstehen bei verschiedener Auf-
einanderfolge der willkiirlich gewahlten «, innerhalb
der Kurve. Ein Vorzeichenwechsel in der Integrations-
variabeln von (1) entspricht in der Darstellung der
Richtungsumkehr aller Pfeile und 148t ¥ invariant.

______ @pq apq
@, ~— =oEees .
............. t] Bs
ﬂ3-1 ﬁS ﬂ /51

Abb. II. Verschiedene mogliche Lagen der Vertikal-
streifen an der rechten Seite der Kurve.

Der Beweis von (2) wird zunichst fir eine ganz be-
stimmte Reihenfolge der «, auf der Kurve gefithrt und
spater fir willkiirliche Aufeinanderfolgen erweitert.
(Man beachte, daBl auch die Anzahl der erlaubten
Punktfolgen von dieser Aufeinanderfolge erheblich ab-
hangt!) Wir nehmen an, dall r Faktoren von (1)
¢, = -+ 1 enthalten und bezeichnen diese Koeffizienten
mit &, ..., a,. Die uibrigen mit ¢, = — 1 bezeichnen
wir als f,, . . ., f; und beschriften die Kurve (Abb. Ia)
in der Reihenfolge a, ... «, ;... ;. Das zugehorige
Integral bezeichnen wir mit ¥ (r, s). Die erlaubten
Punktfolgen sind wegen der Richtungsvorschrift alle
von der gleichen Form wie Abb. Ia. Im oberen bzw.
unteren Bogenstiick folgen von links nach rechts
Oy« v oy & bzw. B, ..., B, und die Gesamtheit der er-
laubten Punktfolgen besteht nur darin, die Reihen-
folge der Punkte beider Bogenhilften gegeneinander
zu variieren.

Betrachten wir die Lage der Vertikalstreifen am
rechten Ende der Kurve, so ist nach Abb. II der letzte
Streifen stets o, = (a, + f,), wihrend der vorletzte
or—1,s = (ar—1 +ff;) oder auch o, s 1 = a, + fs—1
sein kann. Alle Gibrigen o schlieBen sich je nach Punkt-
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folge an. Diese Eigenschaft 148t sich benutzen, um die
Gesamtheit der Punktfolgen von (r, 8) aus den Ge-
samtheiten (r — 1, s) und (r, s — 1) aufzubauen. Nach
Abb. IT ist

I P={20r—1L P+ X0s—1) P} (a+ Bs)7L. (3)
Fir die Integrale Y (r, s) erhalten wir durch Anwen-
dung der Partialbruchzerlegung

(ar—p)7" (Bs +p)?

=[Bs +p) 1+ (ap—p)] (2 + Bs)72, 4)
die gleiche Relation wie in (3) fur die P-Summen. Es
ist daher (2) eine Losung fir YV (r, s) aus (1) fur alle
r + s = n > 1, wenn es eine Losung fur (r, s) = (0, 8);
(r, 0); (1, 1) ist, was sich leicht nachpriifen 1a6t.

Bei nur einem Faktor n = 1 ergibt (1) das halbe
Residuum

Y (0,1) = ¥ (1,0) = 1/2. (5)

Liegen alle Singularitaten des Integranden von ¥ auf
der gleichen Halbebene (¢, = ¢, = ... =¢, = + f),
so laBt sich die Integration in die singularititenfreie
Halbebene hinein zu einem Halbkreis vom Radius
R — © deformieren. Da das Resultat proportional zu
R wird, ist
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Die einfachsten Ausdricke fir Y (r, s) lassen sich
durch Verwendung von (4), (5) und (6) berechnen:

dp
Y (r,1) =j i :Izl (ag —p)' (0 + p)?

r
= 1]1 (ap + @)1, (7)

Die Darstellung von (7) ist in Abb. Id wiedergegeben.
Sie entspricht gleichzeitig der Losung (2), welche in
diesem Falle nur aus einer einzigen erlaubten Punkt-
folge besteht. Fur (6) existiert iberhaupt keine er-
laubte Punktfolge. ¥V (r, 0) verschwindet daher auch
nach (2). Die Induktionsvoraussetzung des vorigen
Absatzes ist erfillt.

Gl. (2) ist damit bewiesen, soweit man sich auf
solche Reihenfolgen der Linienstiicke innerhalb der
Kurve beschrankt, bei denen alle Linienstiicke des
einen und des anderen Vorzeichens jeweils zusammen-
liegen. (2) bleibt natiirlich richtig, wenn man die «
unter sich oder die  unter sich in der Reihenfolge ver-
tauscht. Gemal unserer Behauptung soll aber (2) auch
richtig sein, wenn die « und f wie in Abb. I in be-
liebiger Reihenfolge innerhalb der geschlossenen Kurve
auftreten.

Diesen Beweis fithren wir zunéchst fir den Fall, daB
nur eine der GriBlen § unter den a an beliebiger Stelle
eingeordnet ist. Wir nennen diese Grife etwa a,” und
lassen ¢ in der Numerierung der iibrigen «,” aus. Dann

Y (r,0)=Y (0,s) =0. (6) ist dieses Integral
“dp ’ d
Y = o (0;—Dp) ... (ag—1—D) (ap + P) (%gr1—p) e (qp—p) e I (B + p)t. (8)
T c=1
Durch Partialbruchzerlegung wird es umgeformt in
e—1 dp o—1 r s
S a;— p)t % ol —1 | —1
Y Z J‘ 2 /1-71( p) ng (a/. GQ) /71077;—1(6;. p) 1=71 (ﬁa—f‘P)
v=1 0
—_— S
j 5 (0 +ag)™t I (a;—p) I (fs+p)t. (9)
1’=O+1 ni /*1 i=0+1 =1

Wir zeichnen wieder die geschlossene Kurve mit den
Linienelementen a; ... ay 1 &, a5+ 1 ..., oben und
py ... pBs unten. Dann ist mit weiterer Partialbruch-
zerlegung leicht einzusehen, dafl die Terme der ersten
Summe von (9) alle Punktfolgen gemaf (2) enthalten,
die sich zwischen den Punkten der drei Kurvenstiicke
Oy ev.dg 13 &g 1...a und B ... f; bilden lassen.
Fiir alle diese Linienstiicke ist also die alte, durch &
vorgeschriebene Richtung beibehalten. Bezeichnen wir
die Punkte nach den Indizes der rechts von ihnen
stehenden Linienstiicke, so ist hinzuzufiigen, dall spe-
ziell der »-te Term der ersten Summe von (9) alle
Punktfolgen enthilt, in denen der Punkt p + 1 un-
mittelbar rechts neben » steht. (v = 1,2, ..., 0 — 1),
also in allen Fallen links von ¢ + 1. Die zweite Summe
von (9) enthalt dagegen alle Punktfolgen, bei denen
o + 1links von 1 liegt, und zwar in den einzelnen Ter-
men der Summe so, dall auBlerdem v = o + 1, ..., 7
direkt links neben 1 liegt. Diese Nebenbedingungen

zusammengenommen umfassen aber alle Moglichkeiten
schlechthin bis auf Punktfolgen, bei denen p + 1
rechts von ¢ steht.

Als Ergebnis erhalten wir fiir (8) also die Gesamt-
heit aller Punktfolgen mit der Bedingung, dafl o + 1
links von p steht. Diese Bedingung ist aber identisch
mit der Definition der erlaubten Punktfolgen Da
gy = — 1 ist, soll der Pfeil von a,’, der von ¢ nach
o + 1 fihrt, in den Punktfolgen nach links zeigen.
Damit ist (2) also auch Darstellung der Lésung von
(1), wenn auf der Kurve eins der bislang unten stehen-
den Linienstiicke oben eingeordnet wird (und aus
Symmetriegriinden auch umgekehrt). Die Umordnung
eines zweiten Linienstiicks und beliebig vieler weiterer
erfolgt genau nach dem hier gegebenen Schema. Jedes-
mal ergibt sich die Gesamtheit aller Punktfolgen im
Sinne ihrer Definition als Resultat. Damit ist aber (2)
auch fur willkiirliche Aufeinanderfolge der «, in der
Kurve bewiesen.
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Fir bestimmte Anwendungen wird (2) noch in ande-
rer Umformung benoétigt. Es wird ein spezielles Inte-
gral vom Typ (1) betrachtet.

0Oy ... O \ __ 1 (ON
y =7 {agam =7,
S==+1,d=cf.=—1. (10

Die iibrigen e-Werte seien beliebig. Wir tragen die
Konstanten auf der geschlossenen Kurve in der Reihen-
folge &g ... &y fn ... B, so auf, daB «,f, links und
an’ B rechts liegen. Jetzt suchen wir eine Losung
auf, die sich von (2) dadurch unterscheidet, daBl jede
ihrer Punktfolgen einen Faktor (a, + f,)7! (a0 +
Bn7)! enthalten soll. Wir erreichen das durch Par-
tialbruchzerlegung von «,, 8, sowie a,’, f,7, Es ent-
steht zunichst
Y (gn) = (a0 + B {F (1,720) + ¥ (175

+ ¥ (Guy) + Y (")) (o + Bu)™t. (11)
Graphisch ist dieser Zerlegungsprozell in Abb. II fir
das rechte Ende veranschaulicht. Auf die verbleiben-
den Integrale in der geschweiften Klammer wenden
wir (2) an und erhalten wiederum alle erlaubten Punkt-
folgen fiir diese Integrale, denen jetzt jeweils zwei der
Linienstiicke a,, o, &’ oder 8, fehlen. Gemall Abb. 2
koénnen wir anschlieBend im Ergebnis die 4 Gesamt-
heiten wieder zu einer einzigen zusammenfiigen, die
sich formal wie (2) darstellen 148t:
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o , n'+n"—1
Y(ow)=XP, P= X

Ai=1

oY 0= . (12)

Entsprechend (11) nehmen die beiden &uBersten
Punkte an der Bildung der Punktfolgen nicht teil und
bleiben ganz auflen. X’ in (12) bedeutet daher die Bil-
dung aller erlaubten Punktfolgen unter Beibehaltung
der dubleren Punkte. Eine andere Vorstellung ware,
diese beiden nach links und rechts ins Unendliche zu
verschieben. Es bleiben an Stelle der geschlossenen
Kurven zwei Hauptlinien, iiber deren Punkte dann
tatsichlich alle erlaubten Punktfolgen ausgefiihrt wer-
den miissen. Enthilt das Integral Faktoren, deren ¢,
vom entsprechenden &, abweichen, so enthalten die
Punktfolgen Zacken, wie etwa in Abb. Ib. Das hat
in einigen Punktfolgen die Existenz von Vertikalstrei-
fen zur Folge, die neben dem Zacken noch «, und g,
oder a,’ und 3, oder beides enthalten sollten. Gemif3
unserer Ableitung uber (11) konnen jedoch in den zu-
gehorigen ¢ von (12) nur die Linienstiicke des Zackens
enthalten sein, nicht dagegen die Linienstiicke «,f,
bzw. oy . X'z in (12) bedeutet wie bisher die
Summe tuber alle Linienstiicke a im Vertikalstreifen.
Sind jedoch «,f8, oder «, 3, gleichzeitig in o enthal-
ten, so sind sie zu streichen. Bestehen die beiden
Hauptlinien nur aus gleichgerichteten Linienstiicken,
so fallen (12) und (2) zusammen, da a,f3, und o, By~
ohnehin aullen liegen.

Zum relativistischen Zweikorperproblem der Quantenmechanik II

Von WiLHELM MACKE

Aus dem Instituto de Fisica Teorica, Sio Paulo, Brasil
(Z. Naturforschg. 8a, 615—620 [1953]; eingegangen am 30. Juni 1953)

Die vierkomponentige Wellengleichung (1) zur Beschreibung gebundener Zustinde
zweier Teilchen wird untersucht und durch willkiirliche Transformationen in neue Dar-
stellungen uberfithrt. Dabei zeigt sich insbesondere, dall zwei bekannte Darstellungen
dieser Gleichung sich ineinander transformieren lassen, deren eine von Tamm-Dan-
coff-Lévy aus der einzeitigen Darstellung der Feldtheorie abgeleitet wurde, und deren
andere vom Verfasser in Teil I bestimmt wurde und auf die Bethe-Salpeter-Gleichung

zuriickfiihrt.

as Bewegungsproblem zweier gebundener Di-
Drac-Teilchen, deren Bindungskrifte durch ein
Mesonenfeld von ganzzahligem Spin hervorgerufen
werden, lafit sich im Impulsraum der Differenz-
koordinaten durch die vierkomponentige Wellen-
gleichung

Wa(p) = [[m2 + 5% + |m2 + 2> —V]aw) Q)

beschreiben. Dabei ist a(p) die Wellenfunktion, W
die Gesamtenergie, m; und m, sind die Massen der
Teilchen, und V schlieBlich ist ein Integraloperator,
der die Wechselwirkung der Teilchen enthilt und
durch eine Gesamtheit von Graphen gegeben ist,

die topologisch durch die Feynman-Graphen be-
stimmt werden, aber aullerdem noch die Reihen-
folge der Punkte und der dazwischenliegenden
Vertikalstreifen unterscheiden und diese als vir-
tuelle Uberginge und Zwischenzustinde deuten
lassen. Sie werden kurz als Lévy-Graphen bezeich-
net.

Eine Ableitung der Gl. (1) wurde von Tamm !,
Dancoff? und Lévy? (TDL) gegeben, die sich auf
die einzeitige Feldtheorie aufbaut. In diesem Falle
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